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Resumen: Durante mucho tiempo el software de las Maquinas de Medicién por Coordenadas (MMC), se pensoé
gue no proporcionaba errores en el calculo de las geometrias: En estudios recientes se demostré que existe
una desviacion considerable entre los resultados arrojados por algunos de los softwares comerciales. Este
conocimiento provocd que se hiciera una estandarizacion de las ecuaciones para la determinacion de las
desviaciones entre un punto en el espacio y la geometria ajustada. En el presente trabajo se describe una
estrategia empleada para resolver el problema de ajuste empleando el criterio de minimos cuadrados. Ademas,
de la disminucién del error de estimacion en comparacion con algunos softwares de MMC, se mejora la técnica
de muestreo, al permitir que geometrias como el cono o el cilindro, restringidos en algunos softwares, sean mas

abiertos para su estimacion.
1. INTRODUCCION

El software matematico, particularmente las rutinas
de ajuste para curvas Yy superficies, es un
componente critico en maquinas de medicion por
coordenadas (MMC). Una MMC solo es capaz de
entregar puntos en tres dimensiones con respecto a
un sistema que en ella se establece, el software es el
encargado de efectuar el célculo de los parametros
de ajuste para cada una de las geometrias que el
usuario desea parametrizar.

Debido a lo anterior cada disefiador de software
establece las rutinas de ajuste, parametrizacion de
geometrias, etc; de ahi el error en algunos de ellos.
Existe una norma britAnica que contiene la
parametrizacion de geometrias para MMC[1], asi
como las ecuaciones de distancia entre un punto y
estas geometrias, pues a partir de estas ecuaciones
se debe de encontrar los parametros de la geometria
gue mejor ajuste a la forma deseada, a partir de los
puntos proporcionados por la MMC.

Este reporte describe algoritmos para encontrar el
ajuste de las curvas y superficies que son obtenidas
en una MMC, baséandose en el criterio de minimos
cuadrados y empleando las formulas estandarizadas
por [1].

El trabajo esta organizado como sigue. La segunda
seccion describe los algoritmos empleados para el
ajuste de geometrias lineales (planos y lineas). La
siguiente seccion contienen los algoritmos para las
superficies no lineales, para resolverlos se utilizan
algoritmos de minimizacidon sin restricciones los
cuales emplean las derivadas de las funciones de
distancia. En la Ultima seccion se describen los
resultados del trabajo. Al final se incluye el apéndice
A donde se describen los algoritmos de minimizacion

no lineales empleados en la soluciones planteadas,
estos algoritmos se encontraron que funcionan
correctamente, aun con datos bastante perturbados,
pero no son los Unicos en la literatura, estos
representan solo una opcidon que se evalué como
adecuada.

En los algoritmos se hace el supuesto de que los
puntos son trasladados usando como pivote el
centroide de los puntos originales, logrando con esto
gue el nuevo centroide sea el origen del sistema de
coordenadas

2. GEOMETRIAS LINEALES

Las geometrias lineales (lineas y planos) se
resuelven empleando multiplicadores de Lagrange
sobre un problema de optimizacion con
restricciones[2]. Ambos casos se reducen a un
problema simple de valores propios (eigen values) o
descomposicion de valores singulares.

2.1 Ajuste de plano

Parametros que definen un plano:

X Un punto sobre el plano

a Los cosenos directores de la normal
al plano

Ecuacion de distancia de un punto a un plano:

d, =d(x,)=d(x;,x,a)=axx, - x)
J(x.a)=4 [ax{x, - x|

Descripcion del método:

Funcién objetivo:

El centroide de los datos cae en el plano de minimos
cuadrados. Esto se puede mostrar [2] porque
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NJ =0 (el gradiente de la funcién), cuando se
encuentra la solucién de minimos cuadrados, con lo
o —

a [a>(xi - X)]‘O i

cual se puede decir i se

multiplica esta ecuacion por ]/N esto nos da

a o b o C o
SAk-x+sali-y)+rcalz-2)=o0

N N N ’
si se distribuyen las sumas de esta ecuacién se
puede reducir la ecuacion anterior a
a(x- x)+b(y- y)+c(z- =0, que no es mas que la
distancia del centroide al plano y como es igual a
cero, se concluye que el centroide esta en el plano
ajustado. Dado que se establecié desde un principio
gue los datos iban a ser trasladados para que el
centroide coincidiera con el origen, se puede

establecer entonces que X = 0,

La direccion del plano ajustado a, puede ser
encontrada  planteando el problema como
minimizacién con restricciones, esto es, minimizando

. L =1
J sujeto a la restriccion que H . Se puede

2
- - G=fa"-1
entonces definir una funcion , asi el
problema es minimizar J sujeto a la restriccién de que

G =0, utilizando el método de multiplicadores de
Lagrange este nos dice que un minimo ocurre en

punto donde NJ =1 NG , para algun niimero real |
(con esto a, b y c son tratados como variables
independientes, debido a que la restriccion esta
acotada por G). Asi NG=2a y NI=2M™M)a,
considerando que la matriz M es una matriz de Nx3
gue contiene los puntos en cuestion, asi pues
substituyendo esto en la consideracion de Lagrange
nos conduce a un problema de valores

propios (M "M)a=1a.

Este es un problema de valores propios de 3x3 el
cual puede ser resuelto eficientemente. Sin embargo,
este problema se puede ver también como una
descomposicion de valores singulares (SVD) pues los

. T .
valores propios de MM son también los valores
singulares de M | Esto permite tener mas estabilidad

T
numérica aplicando SVD a M sin calcular M "M

Lo anterior produce 3 valores singulares de los
cuales hay que escoger el que indique cual es el
vector que soluciona el problema dado. Las
ecuaciones siguientes describen el problema original:

Si se multiplican estas ecuaciones por a, b, ¢
respectivamente y sumandolas se obtiene que

o 2 2
a (@xy=1d"=I

. Como se puede ver la suma
del lado izquierdo de esta ecuacion no es mas que la

funcién objetivo inicial por tanto, | es igual a la
funcién objetivo, de ahi que el vector que contiene la
solucion de minimos cuadrados es el que posee el
menor valor singular o valor propio (segin sea el
algoritmo empleado).

2.2 Ajuste de linea

Parametros que definen una linea:

X Un punto sobre la linea

a Los cosenos directores de la linea
Ecuacién de la distancia:
d =d(x;)=d(x,,x,.a)=[a" (x; - x]’ donde »

representa el producto cruz de los vectores. También
puede ser expresado como

Jx - %= Tk, - X)P

Jix,a)=ala" (x - x)\2

Funcidn objetivo:
Descripcion del método:

Al igual que en el plano, y en todas la geometrias, los
puntos se trasladan tal que su centroide sea el
origen, con lo anterior se puede mostrar que el
centroide es un punto sobre la linea, asi como se
hizo con el plano[2].

La direccion a puede ser encontrada siguiendo la
misma estrategia que en el plano, para el ajuste de la
linea las ecuaciones son similares a (M"M)a=1a,
una vez mas el valor singular correcto debe ser
escogido tal que minimice la suma de cuadrados de
los residuales. Asi como en el plano se mostré que

Slsf= 3=l +8
, asi pues es para
este caso la funcién, lo cual conduce a que para

minimizar J, se debe maximizar | , asi pues se
escoge el valor propio mas grande.

3. GEOMETRIAS NO LINEALES

Las geometrias que se han denominado no lineales
en este reporte corresponde al circulo, esfera, cono y
cilindro.

Para el calculo de las distancias de las geometrias no
lineales son importantes las ecuaciones de las
distancias de linea y plano a un punto. El algoritmo
empleado es Gauss Newton, el cual funciona en
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minimizacién de funciones sin restricciones, para
eliminar las restricciones de los cosenos directores
de las diferentes geometrias se puede trabajar en
términos de los nimeros directores expresados como
A =(AB,C), donde a=A/A . El algoritmo aplicado
debe normalizar A en cada iteracion, de tal forma
gque siempre se trabaje con el vector unitario
(cosenos directores) pero sin restringirlos a esos
valores.

La ecuacion p(x;,x,A) describe la distancia del punto
Xi a la linea con parametros x y A . El valor de la
funcién p esta dado por p=p(xi,Xx,A)=axxi-x)+b(yi-
y)+c(zi2).

La distancia entre un linea y un punto esta dada por
I(xi, X, A)=|a" (x; - x) , que puede ser expresado como

l = uZ +v2 +w? donde u= C(yi - y)- b(Zi - z),

V= a(zi - z)- c(xi - x) y W=b(Xi - x)- a(yi - y) segun [1].
Las expresiones de las derivadas, que se emplearan

en las diferentes geometrias no lineales se pueden
expresar facilmente.

T_ o, W, T
i fy Mz

$=(&-X)-api: %=(yi-y)-bpi: :;—g=(zi-2)-cpi
%=[api - (- s %=[bpi - (v - v
%‘;[cpi-(zi-Z)]/h: ﬂﬂ—'A:pi[api-(Xi-X)Mi
%wi[bpi-(yi-y)]/h; 1T—'C:|oi[c|oi-(2a-2)]/li

Para el caso del cilindro y cono, la linea asociada con
las férmulas de distancia es el eje de la geometria.
Para los conos, el plano asociado con las formulas es
el plano que pasa por el punto x y es perpendicular a
su eje.

3.1 Ajuste de una esfera

Parametros que definen una esfera:

X El centro de la esfera
r El radio de la esfera
Ecuacién de la distancia:

d =d(x;)=d(x;,xr)=/x; - x|- r

J(x,a)zé Q(xi - x]- r)2

Funcidn objetivo:
Descripcion:

La ecuacion de la distancia de un punto a la esfera es
una funcion no lineal, por lo cual es necesario

emplear algun algoritmo de minimizacion no lineal
para la solucién del problema de ajuste de puntos a
la geometria, en este reporte se usa el algoritmo de
Gauss-Newton. Este algoritmo, como se describe en
el apéndice A, necesita una aproximacion a los
pardmetros reales que se encuentre cercana la
verdadera solucién

En la iteracidon del algoritmo de Gauss-Newton se
necesita la matriz jacobiana (G) y el vector de
residuos los cuales se pueden expresar como :

I 1 fu

S
B H

@& W _Z-yWH_&-20
K §ip V 565 Sip
11-?.:_1 q:rl_r

3.2 Ajuste de un cilindro.

Parametros que definen un cilindro:

X Un punto sobre el eje del cilindro
r El radio del cilindro
a Los cosenos directores apuntando en

la direccion del eje

Ecuacion de la distancia: d, = d(x;,x,a,r)=1;- r

Funcion objetivo: J =3 (i - r)?
Descripcion del método:

La funcién de la distancia de un punto a un cilindro no
es mas que la distancia del punto al eje del cilindro
menos el radio del cilindro.

Para resolver el problema del cilindro, se hace uso
una vez mas del método de Gauss-Newton, lo cual
requiere la matriz Jacobiana, asi como el vector de
residuos los cuales se pueden derivar, quedando de
la siguiente manera:

€y fdy Ty fdy 9y Aoy dy

G=¢gflx fy Tz A fB fC T

B et et ettt et eeeneeas B
Las derivadas de la distancia no son mas que las
derivadas de la formula de la distancia de un punto a
una linea (el eje del cilindro) y solo falta especificar la
derivada con respecto al radio la cual es muy simple

1d

=1
qr

Al igual que en el caso de la esfera, es necesario dar
una aproximacion para el método de Gauss-Newton,
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esto se puede lograr mediante una aproximacion por
minimos cuadrados lineales.

3. 3 Ajuste de un circulo en el espacio.

Parametros que definen un circulo:

X El centro del circulo

r El radio del circulo

a Los cosenos directores de la normal
al circulo

Ecuacion de la distancia: d(x,a,r) =/ pi2 +(I; - r)?

Funcion objetivo: ~ J(x,a,r)=2a (pi2 +(1 - r)z)
Descripcion del método:

Esta férmula esta basada también en distancias de
punto a plano, y de punto a recta.

Para encontrar el circulo se hace uso del método
Gauss-Newton, las derivadas que conforman la
Jacobiana para este modelo son:

% =[pi oy /1 + (1 - 1)1, /1l % =[pi o/ + (i - D /)

’1% =i o1 /2+ (i - D15/92)/ o % =[p; p/94+(; - D1, /98] d;
%:[pi TIp/18+(i; - )I; /18)/d; :11%=[I0i fIp/1C+(1; - ); /1C]/d

fd _
E_'(fi' r)/d

el problema del circulo es algo complicado por ello se

sugiere la siguiente estrategia para lograr una rapida

convergencia del método:

1. Calcular el plano de minimos cuadrados que
determinan los puntos bajo andlisis

2. Rotar los datos de tal forma que el plano de
minimos cuadrados sea paralelo al plano xy. Esto
se puede lograr formando una matriz de rotacion,
con el vector normal al plano calculado
anteriormente de tal forma que la normal sea
paralela al eje z. Los vectores restantes pueden
estimarse como el producto cruz del vector
normal con otro vector, posiblemente uno a lo
largo del eje x (1,0,0), en tanto; el tercer vector se
puede determinar con el producto cruz de los dos
anteriores. El usuario debe verificar que alguno
de los vectores resultantes no coincida con el eje
z.

3. Proyectar los datos rotados sobre el plano xy.

4. Calcular un ajuste de circulo en 2D de acuerdo a
la seccion anterior

5. Regresar a la orientacion original, se puede
aplicar las transformaciones inversas a los
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pardmetros encontrados con el fin de tener la
estimacion en el sistema original

6. Realizar la minimizacién completa en 3D a partir
de esta primera estimacion.

3.4 Ajuste de cono

Parametros que definen un cono:

X Un punto sobre el eje del cono

a Los cosenos directores del eje del
cono

J La mitad del &ngulo del cono

S Distancia del punto sobre el eje a la

superficie del cono
Ecuacion de distancia: d(x,a,r)=1; cos( )+ pisin{ )- s

Funcion objetivo: J(x,a,r)=4& (; cosf )+ pisinf )- s

Descripcion del método:

El algoritmo empleado para encontrar el mejor ajuste
a un cono, varia un poco en relacion a los métodos
presentados para otras geometrias, debido a su
complejidad se intentaron varios métodos antes de
encontrar el mas conveniente. Se encontré6 que la
mejor aproximacion se hallaba usando el método de
Levenberg-Marquardt descrito en el apéndice A.
Ademas, el método para encontrar la primera
aproximacién es mas complejo que los anteriores
para otras geometrias y de eso depende encontrar
rapido la mejor aproximacion.

El algoritmo de Levenberg-Marquardt al igual que el
de Gauss-Newton requieren la matriz Jacobiana y por
tanto las derivadas de la expresion de distancia

d d

% =1I/fxcosy +p/Txseny % =1/fy cosy +1p/Tyseny
ﬂ% =9l/Mzcosy +9p/fzseny % =1l/Acosy +1p/TAseny
1’% = 11/ B cosy +p/TBseny 1’% = §1/9C cosy +1p/TC seny
Td 1d

—=-1 — =-lseny + pcos

s W y + pcosy

4. RESULTADOS

Este proyecto de investigacion concluyé en un
software que fue elaborado en el lenguaje de
programacion C++, que lee archivos de datos en
formato de texto para hacer el ajuste que el usuario
solicite. Para mayores detalles del programa el lector
puede hacer referencia al manual de usuario del
programa [7].

El software en cuestion, fue elaborado en el
compilador de C++, Builder de Borland, version 3.0.
Con este software es posible leer archivos en formato
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texto, donde se detallen las coordenadas de los
puntos que forman la geometria a parametrizar.
Contiene un mena donde el usuario puede elegir la
geometria que se desea ajustar. Ademas, el usuario
puede visualizar los puntos leidos desde el archivo
en una pantalla gréfica, la cual el usuario puede rotar,
trasladar o cambiar de escala por medio de acciones
con el mouse de la computadora. Después de hacer
el ajuste solicitado, el programa muestra los
resultados para la geometria seleccionada, ademas
de que se realiza la graficacion de la geometria en la
pantalla, junto con los puntos para que el usuario
distinga la orientacion de la geometria calculada, por
ultimo, se puede ver la calidad del ajuste viendo el
error cuadratico medio con el ajuste encontrado.

El programa mencionado fue verificado mediante
conjuntos de datos, que fueron generados
aleatoriamente introduciéndoles un tipo de error,
cosenoidal, sistematico y/o aleatorio, que perturban
los datos originales que conforman una geometria
tedrica ideal, los resultados obtenidos son bastante
satisfactorios mejorando en todos los casos los
resultados producidos por el software de una MMC
comercial.

Ademas de la mejora en error de ajuste por estos
algoritmos, estos permiten mejorar la técnica de
muestreo de la pieza a medir. El software de la MMC
empleada, por ejemplo, no permite la medicion de un
circulo en tres dimensiones, lo cual con estos
algoritmos es algo factible. Por otro lado el muestreo
de cilindro y cono es mas facil con estos algoritmos
pues no es necesario hacer el muestreo de circulos
concéntricos como lo exige el software de CENAM
para estos casos.

5. APENDICE A: METODOS DE SOLUCION

El algoritmo de Gauss-Newton se basa en el
algoritmo de Newton para la determinacién de las
raices de un funcion[3], en este algoritmo se supone
gue se tiene un estimado del parametro u0 donde la

funcion tiene una raiz, entonces U, =U, + pdonde

p=- f(uy)/ (1), se usa este valor como la nueva

estimacion donde f cruza por eje. El Gauss-Newton
sigue la misma idea para encontrar el minimo de una
suma de cuadrados. Supone que se tiene algin

estimado u de la solucién U . Se resuelve el sistema
de minimos cuadrados lineales de la forma

Gp =-d, donde G es la matriz Jacobiana de mxn
cuyo i-ésimo renglén es el gradiente de d, con
respecto a los parametros de u, esto es G;; = 1d; /u; ,

evaluada en u , en tanto el i-ésimo componente de d
es el residuo de la distancia entre el punto i y la

geometria con los parametros u, di (u) Finalmente

se actualiza la estimacion de los parametros de
solucion haciendo U=U-+p. Estos pasos son

repetidos hasta que se estime que se ha convergido
a la solucién u

El criterio de convergencia de los métodos iterativos
en minimizacion de funciones pueden ser, un
pequefio cambio en las nuevas soluciones, o0 una
magnitud pequefia en el vector de actualizacion.

El algoritmo de Gauss-Newton presenta problemas
de convergencia cuando la aproximacion inicial no
esta en la vecindad de la real. Ademas, como en el
caso del cono, la matriz G puede llevar a una matriz
no definida positiva en la solucion del problema de
minimos cuadrados lineales, el cual no es posible
solucionarlo directamente. Caso que prevee el
método de Levenberg-Marquardt[4] mediante la suma
de una constante multiplicada por la matriz identidad
a la matriz cuadrada (ya en la solucion de minimos
cuadrados), provocando que la matriz se vuelva
diagonal dominante y buscando asi que se vuelva
definida positiva. Esta consideracion pretende
detener la introduccién de la matriz  hessiana
(segundas derivadas) y de esta manera evitar la
introduccién de los datos originales, lo cual segun [3]
y [4] provoca desviaciones en la estimacion de la
solucién verdadera.
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