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Resumen: De acuerdo al Teorema del Limite Central, la distribucion de la media X de una serie de

mediciones repetidas (X7, X, ...

X,) se aproxima a una distribucion normal, independientemente de la

distribucién de los datos originales x;. Este resultado importante para la estimacion de la incertidumbre en
mediciones se prueba con datos aleatorios provenientes de diferentes distribuciones. En particular, se
analiza el caso de datos medidos con un instrumento con resolucion “burda” y la interaccion entre la
dispersion de los datos cuantificada por su desviacion estandar y la resoluciéon del instrumento en la
incertidumbre combinada. Se observa un incremento de la dispersiéon de los datos como efecto del redondeo,
que con los conceptos de metrologia se interpreta como una combinacion de las incertidumbres por

repetibilidad y resolucion.

1. INTRODUCCION

El mejor estimado de una magnitud X con un error
asociado que varia de forma aleatoria generalmente

es la media X de un numero n de mediciones

independientes X; realizadas bajo las mismas
condiciones:
. ‘| n
X=—=3X )
n iz

La incertidumbre u de X se estima mediante la
desviacion estandar experimental de la media:

uA(X>=s(>?>=S(j%”=\/n.(;_n.z(x,-—i)z @

donde s(X;) es la desviacion estandar experimental
de las mediciones individuales. El indice A indica
que se trata de un “método tipo A” para estimar la
incertidumbre.

Para determinar el nivel de confianza relacionado
con la incertidumbre de una magnitud, es necesario
conocer su distribucion. Del Teorema del Limite

Central resulta que la distribucion de la media X de
una serie de mediciones repetidas e independientes
(X1, X5,...X,) se aproxima a una distribucion normal,
independientemente de la distribuciéon de los X;.

Para resaltar esto, véase por ejemplo [1], G.2.1.:
N

“Si Y =c¢X,+C,X, +..cy X, =Y ¢; X, y todas
i=1

las X; se caracterizan mediante distribuciones
normales, entonces la distribucién resultante de la

convolucion Y también sera normal. Sin embargo,
aun si las distribuciones de X; no son normales, la
distribucién de Y frecuentemente se puede
aproximar mediante una distribucién normal debido
al Teorema del Limite Central. Este teorema
establece que la distribucion de Y sera
aproximadamente normal con esperanza

E(Y) = ﬁ:c,E(x,) y varianza V(Y)=§:C,2~V(X,-)
=1 i=1

donde E(X;) es la esperanza de X;y V(X;) es la

varianza de X;, si las X; son independientes y V(Y)

es mucho mas grande que cualquier componente

individual ¢;-V(X;) de una X; cuya distribucién no

es normal.”

En el caso de una serie de mediciones repetidas

(X7, X3, ... Xp), el Teorema del Limite Central es
aplicable a la media X donde ¢; = 1/n
—_ 2
X=X 3)
i1 "N

con la particularidad que todas las X; provienen de
la misma distribucion con la misma esperanza

E(X;)= u yvarianza V(X;) = 2.

Para la esperanza y varianza de X resulta:

E(X)= 3 E(X,) = 4 @

_ n 1 2 0_2
V(X):Z[Fj VXi)=— ®)

i=1
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2, DESARROLLO

Con simulaciones numéricas se muestra para
diferentes tipos de distribucion de los X; la

aproximacion de la distribucion de la media X,, de

n mediciones repetidas a una distribucién normal.
En hojas de calculo de Excel se generan 10 000
juegos de datos aleatorios Xy, (/i = 1,... 10; k= 1,...
10 000) simulando de esta manera 10 000 ciclos de
la medicion. Después se calculan las medias para
cada uno de los 10 000 ciclos (con indice k)

(Ko =3 Xi ©
i

para n =2, 3, 5y 10 y se generan histogramas de
frecuencia para ver las distribuciones de los X, .

Las desviaciones estandar de los X,

)_( ~ 1 10000( )_( )2 .
S(Xp) = 10000' k; “=(Xn )k (7)

se comparan con los valores tedricos que se
esperan de acuerdo a (5):

V(Xp) =—= (8)

In

donde o es la desviacion estandar de los X; .

3.  DISTRIBUCION NORMAL: X; ~ N(0, 1)

En el primer ejemplo se consideran datos X;
provenientes de una distribucion normal con ¢ =0

y o=1.

La figura 1 muestra la distribucion de los datos
generados X;, la figura 2 las distribuciones de )_(2 y

X, ylade X,, y una comparacion con una normal.

Como se espera, las distribuciones de las X, se

parecen a distribuciones normales. Un incremento
en n genera distribuciones mas estrechas, lo cual se
observa de forma cuantitativa mediante las

desviaciones estandar s(X,) calculadas con los

10 000 datos de los )_(,, , que siguen la expresion

s(X,) ~ 9)

ek
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Fig. 1: Histograma los X; ~ N(0, 1)
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Fig. 2: Distribucion de las medias X,, X5 y X, y
comparacion con una distribucion normal con
o =1/\10 =0316 (linea).
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Fig. 3:.Distribucion de las medias )_(2, )_(3, )_(5 y
X1o €n el caso de X;~ U(0,1) y la comparacion con

una normal con o = 0,289/ \/ﬁ =0,091 (linea).

4, DISTRIBUCION UNIFORME: X; ~ U(0, 1)

A continuacién se desarrolla el ejercicio con datos
de los X; provenientes de una distribucién uniforme
entre O y 1. La figura 4 muestra la distribucion de X;,

la figura 3 las distribuciones de X,, X,, X; y X,
y una comparacion con una distribucién normal (en
el caso de X,, ). Se observa como las

distribuciones de las X,, incrementando n se

acercan cada vez mas a distribuciones normales.
Igual que en el caso anterior, las desviaciones

estandar s()_(,,) resultan de acuerdo a la expresion
(9): s(X,,) ~0,289/+n
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Fig. 4: Histograma los X; provenientes de una
distribucion uniforme U(0, 1)

5. DISTRIBUCION BERNOULLLI: X; ~ B(0, 1)

Como siguiente ejemplo se desarrolla el ejercicio
con una distribucion Bernoulli, que genera los
valores 0 y 1 con la misma probabilidad de 50%.
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Figura 5: Histograma los X; ~ B(0, 1).
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Figura 6: Distribucion de las medias X5, X5, X5 y
X10 €n el caso de X;~ B(0, 1) y la comparacién con

una normal con o = 0,5/ \/ﬁ =0,158 (linea)

La figura 5 muestra la distribucion de X;y la figura 6
lasde X, , X, , X; y X,,. También en este caso

se observa como las distribuciones de las X, se
acercan a una normal y que las desviaciones
estandar siguen la expresion (9): s(X,) = 0,5/\/5.

6. DISTRIBUCION NORMAL CON
RESOLUCION FINITA: X ~ rnd[N(0,25 , 0,5)]

Como ultimo ejemplo se desarrolla el caso de datos
X; provenientes de una distribucion normal y
redondeados a enteros X ~ rnd[N(u, o,)], simulando
de esta forma la medicion de datos con errores
aleatorios normalmente distribuidos, utilizando un
instrumento con resolucién de 1 unidad .

Con la seleccion de los parametros de x =025 y
o9 =05 para la distribucion normal y el ndmero

limitado de 10 000 datos generados resultdé en el
ejemplo analizado que la generacion de los datos se
limita a los valores -1, 0, 1, y 2 con una distribucion
asimétrica a cero. En mediciones reales con un
instrumento de medicién con una resolucién “burda”
una situacion como esta es comun.
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Fig. 7: Distribucion de los X; provenientes de una
distribucion normal redondeada
X ~rmd[N(0,25, 0,5)] y la funcion de distribucion de
la cual provienen los datos originales (linea).

La figura 7 muestra la distribuciéon de X;, la figura 8
las distribuciones de X,,X,,X; y X,,. También
en este caso se observa que las distribuciones de
los X, se acercan a una distribucién normal.

' Se usa la notacién “rnd” para “redondear a enteros”.
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Fig. 8: Distribucion de las medias )_(2, )_(3 y )_(5
(arriba) para X ~ rnd[N(0,25, 0,5)] y comparacién de
la distribucion de los X 10 (@bajo) con una normal
conu=025y o=0,184 (linea)

En la verificacion de la expresion (9) uno se
enfrenta con el siguiente problema: tomando como
desviacion estandar de los X; el valor o, =0,5 de
la distribucién normal, de la cual provienen los datos
originales, se obtienen valores mas pequefios que

las desviaciones estdndar de las medias X,
obtenidas por la simulacion (ver tabla 1). Para
cumplir la expresion (9), hay que sustituir oy por la

desviacion estandar s(X) calculada a partir de los
valores X; generados por el redondeo.

n 2 3 5 10
Media(X,) | 0.2436 | 0,2479 | 0,2491 | 0,2488
s(X,) 04093 | 0,3322 | 0,2578 | 0,1841
s(X
(X) 04088 | 0,3376 | 0,2556 | 0,1831
Jn
2 0.3536 | 0,2887 | 0,2236 | 0,1581
Jn

Tabla 1: Comparacion de s(>_(,,) con s(X )/ Jn y

oo /\In para X ~ md[N(0,25, 0,5)]. o, =05 y
s(X) = 0,5781 es la desviacion estandar calculada
con los datos redondeados obtenidos de la
simulacion.

Evidentemente, el redondeo de Ilos datos
provenientes de la distribucion normal incrementa
su desviacion estandar. Este efecto puede ser
interpretado por la contribucion de la discretizacion
o “resolucién” a la dispersion de los X :

X,-=y+éX,-+5R,- (10)

oX~ N(0, op) es la dispersion “original” de los datos
y OR la contribucion debido al redondeo. Si oy es
mayor que la resolucion R, la dispersion de los X;
abarca varios intervalos de la resolucion y la
distribucién del error por el redondeo OR se
aproxima a una uniforme SR~U(-R/2, R/2) con
media E(6R)=~0 y varianza

V(§R)=E(5R2)zR2/12. En consecuencia, la

media E(X) es igual a x y la varianza s*(X) de los X;
se obtiene mediante:
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$2(X) = E|X ~ )=
:E[(ame)Z]: (11)

= E(é)(z)+ 2-E(0X - 0R)+ E(5R2)
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Fig. 9: Comportamiento de las desviaciones
estandar s(X) de los datos redondeados
X~rnd[N(u, op)] en relacién a o, y la comparacion
con el comportamiento dado por la ecuacion (12).

Si op es significativamente mayor que R/\/E la

distribucién de (6X-6R) puede ser considerada como
aproximadamente simétrica, resultando en una
media E(6X - 6R) ~ 0, asi que finalmente resulta:

S

s(X) = +
(X) Oy 12

(12)

Este resultado se verific6 mediante simulaciones
numéricas, generando datos X ~ rnd[N(u,op)]. con
diferentes op y u . El resultado se muestra en la
figura 9. Se observa que para o, > R/\/ﬁ = 1/\/6

(linea vertical) las desviaciones estandar s(X)

siguen en buena aproximacion w1002+R2/12,

indicado por la linea, para todos los valores de u ,
sin embargo para o, < R/\/12 los valores desvian

de este comportamiento, debido a que Ia
aproximaciones hechas en las ecuaciones (11) y
(12) no son validas.

7. CONCLUSIONES

Se lustr6 mediante simulaciones con datos
aleatorios que, de acuerdo al Teorema del Limite
Central, la distribucion de la media de un ndmero de
n datos se aproxima a una distribucion normal,
independientemente de la distribucion de los datos
originales y que su desviacion estandar disminuye

por 0'/\/; de acuerdo a la ecuacion (8). Se

presentaron estos efectos con datos provenientes
de una distribucion uniforme, una distribucion
Bernoulli una distribucion normal y una distribucion
normal con redondeo (“resolucion”).

Adicionalmente, los resultados muestran que el
redondeo de los datos, simulando la resolucién de
un instrumento de medicion, incrementa su
desviacion estandar de acuerdo a la ecuacion (12),
por lo menos mientras su desviacion estandar sea

mayor que la incertidumbre por resolucién R/\/ﬁ

Esto indica que la resolucién de un instrumento de
medicidon contribuye a la incertidumbre por
repetibilidad.

En consecuencia, considerando la incertidumbre por
resolucion por separado en el presupuesto de
incertidumbre, lo cual es una practica comun, lleva a
un conteo doble de ella en la incertidumbre
combinada. Una practica mas apropiada puede
considerar en el presupuesto de incertidumbre
solamente la mayor de las dos incertidumbres por
repetibilidad o resolucién, como lo propone por
ejemplo [2].
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