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Resumen: Se presenta el calculo numérico de la integral de Rayleigh empleando la Transformada Réapida de
Fourier y las Funciones de Green. El resultado de estos célculos es la distribucidén de presion acustica a través
del campo ultrasénico, con lo que es posible calcular el valor de la presion fuera del eje axial. Los datos tedricos
son comparados con datos obtenidos experimentalmente, donde se mide la presion acustica en dos ejes
transversales que genera un transductor circular plano no enfocado de 6.35 mm de didmetro, excitado con
tonos rafaga. El modelo matematico empleado esta basado en la teoria de la fuente de pistdn plano, que es un
disco que se mueve hacia atrads y hacia delante como un pistén, a lo largo de su eje mayor, generando una
onda sonora. Aunque actualmente algunos transductores tienen diferentes geometrias y estan incluso formados
por arreglos de transductores, el analisis de una fuente de piston plano, sirve como base para modelar cualquier

tipo de transductor.

INTRODUCCION

En esta seccion se presenta la evaluacion numérica
de la integral de Rayleigh empleando el algoritmo
de la Transformada Réapida de Fourier ( FFT, Fast
Fourier Tansform), para un radiador plano, con una
velocidad en la superficie del transductor conocida.
Con esta técnica se calcula la presion acustica
radiada en el campo cercano y en el campo lejano
de la fuente. Existe un error de sesgo introducido
por la FFT, el cual es reducido significativamente
mediante el promedio de la funcién de Green
empleada.

l- TECNICA PARA CALCULAR LA PRESION
ACUSTICA USANDO LA FFT

La integral de difraccion de Rayleigh que
representa la radiacion del campo asociado con
una fuente puntual en una superficie esta
representada por la siguiente ecuacion [10],

p(x,y,d) =-iwr S‘¥ 3‘¥ u(x',y')%dx'dy' 1)

donde R:\/(x- X)2+(y- y)2+z> Yy ux.y) es la
velocidad de la particula. La integral se realiza
sobre un plano infinito en z=0.

Se define la funcion h(x,y,d)

h(x,y,d) = -iwrg(x,y,d)

exp(ikyx2 +y2 +d?) (2)

zp(xz +y2 +d2)1/2

g(xy,d) =

Donde la funcién g(x,y,d) es la funciéon de Green [1].

La ecuacion (1) puede ser escrita en la forma de la
convolucién para z=d, en dos dimensiones [4].

(x,y.d) =-iwr § § WXy (x- Xy~ ¥ ,d)dx dy (3)

Aplicando el teorema de convolucidn se tiene que,

p(x,y,d) = AV (k,, k, )H (k,, k,, d) (4)

Il.- TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA
FUNCION V(X,Y)

La funcion v(x,y) denominada velocidad de
particula, describe la distribucién de excitacion a
través de la cara del transductor, la cual es
considerada constante (Vo) en toda la cara del
transductor y 0 fuera de ésta, es decir,

La velocidad de particula esta definida como

_jl[v0 ...... JXe+YRET (5)

La formulacién de la integral de Rayleigh[1], permite
emplear para la fuente cualquier forma geométrica.
En este caso, se emple6é una fuente circular que
simula el comportamiento de un piston plano
definida por la funcién (5) y mostrada en la figura 1.



Los efectos debido a la irregularidad del borde de la
fuente causado por emplear una matriz cuadrada
en los calculos de v(xy), se reduce
considerablemente al seleccionar un muestreo de
(x,y) mayor a 64. Ademas, la discontinuidad la cual
es brusca en el borde del radiador, puede producir
efectos no deseados al calcular la Transformada
Rapida de Fourier. Estos efectos son minimos
cuando se suaviza la “caida” de la funcién entre vq
y 0, interpolando con “splines cubicos” de
revolucion[2].

Figura 1.- Distribucidn de excitacion a través de la
cara del transductor v(x,y).

Otro punto importante a considerar es como
seleccionar el intervalo de muestreo en el dominio
(kx , ky) vy el ancho de la ventana en este plano.
Ademas saber cuales seran los valores de kx y ky
[3].

En el dominio de (x,y), el ancho de la ventana toma
valores desde [-L/2 a L/2] con intervalos de
muestreo a = Dx= Dy = L/N, entonces los puntos

Xm=mDx y y ,=nDy.

Estrechamente asociado con el dominio de (x,y),
esta el dominio de (kx , ky), cuya ventana se denota
como [-W2, W2]. En este dominio se requiere una
malla consistente con la malla en el dominio de
(x,y), con puntos igualmente espaciados, separados
por una distancias Dk.

Entonces kx,=pDk y kyq=gDk. Donde p y g van
desde —N/2+1 hasta N/2.

por lo tanto

W= NDk (6)

Ahora, la FFT de la funcion v(x,y) se define como

[4],

- i (kextkyy) (7)
v(Xx,y)e dxdy

L2 L

V(erky) = Q/z Q/z

Donde L es el ancho de la ventana. Entonces la
DFT de v(x,y) es

N N
. 2 @ S22 (i gy
V, (FOk,GDk) =a? § & W, ia)e N
- N_. N
=33
Donde
a es el intervalo de muestreo en el
dominio x,y.
N es el nimero de muestras tanto del
dominio de x,y como en el de kx, ky.
Debe ser un namero potencia de 2.
Dk es el intervalo de muestreo en el

dominio de k.

I LA FUNCION DE GREEN MODIFICADA

Se ha encontrado que

gikd

H(k,, k,,d) = - iwr G(k,,k,,d) =wr 9),

z

donde é(kx,ky,d) es la transformada de la

funcién de Green para este problema [5], entonces
tenemos que,

p(x,y,d) =-iwrA- 1N(kx,ky.d)é(kx'ky'd)] (10)
A ikyd @0
8 & Kz A

Donde
o KK
z +i(kf+k5- k2)Y2,

k23 K2 +k2
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La ecuacion (10) representa una integral impropia ,
ya que el integrando contiene un polo en k,=0, y
aun asi, el valor de la integral es finita. Sin embargo
cuando el integrando es muestreado por la FFT, el
resultado de la suma se vuelve numéricamente
inestable, para cualquier valor de las coordenadas

(8)



(x,y) en algin punto de muestreo (mDk,nDk) cerca
de k,=0.

Se ha definido un circulo de radiacién dado por la
ecuacion k? ka +k§. donde sea que el circulo

de radiacion coincida con los puntos de la malla, la
DFT fallara. Para las frecuencias mas bajas donde
la DFT fallard es cuando k=Dk=2p/L, que es cuando
| =L (una longitud de onda a través de la apertura).

Por lo anterior es necesario modificar é para
reducir el error de sesgo producido por el “aliasing”
en el espacio de (kx , ky) [4].

La DFT puede ser vista como una aproximacion de
la transformada continua de Fourier (se ilustra sélo
en una dimension).

ik, X m:N/2 imDkx (11)
QV(k )G(k e *dk » Dk av(erk)G(erk)e

- N/2

Para hacer una aproximacion adecuada, el area
bajo cada rectangulo debe ser igual al area bajo la
curva correspondiente a éste. Es claro que esto no
ocurrird cerca de las singularidades ky = k. El area
bajo la curva de este segmento es,

mDK+0k /2
N\

(k) Gk, )k, (12)

Es posible tomar estos dos términos fuera de la
integral sin causar un gran error y pasar al caso en
dos dimensiones y considerando solo la funcion de
Green, tal que

O O, Gk, ) = (k)G

(13)

Donde la integracion es realizada sobre una caja
cuadrada de longitud Dk centrada en un punto de la

mallay G es el valor promedio de G en la caja.
Esta integral se puede resolver facilmente en
coordenadas polares, si se reemplaza la caja
cuadrada por un sector truncado longitud Dk, se
obtiene que para los puntos de la red en (ky, ky) =
(pDk, gDk).

~

1 gooa - ko2 jgd (14)
G-= =20 dqQ_Dk/zkf K dk,

Donde

k?=k:+kJ, kj=(p*+0*)Dk’, y
1(k2 k2)1/2’ k2 3 kf
TI(k2 k2)1/2, k2 £kr2

el area del sector truncado es  A=Dq ko Dk.

Sustituyendo A en la integral (14) y simplificando se
obtiene,

. ik d (15)
22 i ka r|e dk.
(kz - kl) K

4

G=

Donde ki=ko-Dk/2 y k,=ko+Dk/2

Se reemplaza G en la ecuacion (10) por la funcién
de Green promediada. La singularidad en k, = 0 ha
sido eliminada. Debido al proceso de promediacion
, las altas frecuencias, asi como el polo han sido
eliminados; ahora la nueva funcion de Green es
mas suave, por lo que resulta un “aliasing” mucho
menor.

IV RESULTADOS

Con la base tedrica de las secciones anteriores, se
escribio un programa en Matlaba version 5.3, con
el cual es posible obtener la distribucion de
presiones en el campo acustico. Los resultados son
mostrados en gréficas de la presién acustica
absoluta en los planos transversales (X-Y) para un
valor fijo de z =z. Para cada plano transversal se
muestra el perfil de cada uno de éstos en el centro
del plano. Ver figura 3.

Los resultados que se muestran a continuacion
fueron calculados con los siguientes datos:

Simbolo Parametro Valor
r Radio del transductor 6.35 mm
f Frecuencia del transductor | 3.5 MHz
c Velocidad de propagacion | 1488.33

del sonido en agua a 22°C m/s

. Valores de z (eje axial) de | en pasos
0 a400 mm variables

n Resolucion del eje Xy Y n=128

Tabla 1.- Datos alimentados al programa de computo

La figura 2a) muestra la curva de presiones
relativas al valor maximo con respecto al eje z,
donde se observa claramente el comportamiento
del campo cercano y el campo lejano.

En la figura 2b) se muestra la misma curva, pero en
este caso, se calculd la presion acustica, sin

eliminar las singularidades de G, es decir que en
los célculos no se empled la funcion de Green

modificada é .
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Figura 2.- Presiones relativas en el eje axial.

Se muestran los planos transversales y su perfil
para diferentes valores de z.
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d) z=61.44 mm. Datos calculados con el fin de
comparar con los datos experimentales.
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Figura 3.- Planos transversales y su respectivo perfil,
para diferentes valores de z

Comparacion entre los valores de presion
acustica obtenidos en forma tedrica y los
valores medidos

En la figura 4 se muestran dos perfiles uno de datos
medidos (experimentalmente) y otro de datos
calculados (tedéricamente).

a) Primer l6bulo después del limite
del campo cercano a z @0.5M
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Figura 4.- Comparacion entre los perfiles obtenidos de
datos calculados (linea continua) y datos
medidos (linea punteada).




Para obtener el perfili medido se realiz6 un
experimento empleando una fuente de prueba
pulsada modelo CS0006B, seleccionando la sefal
de salida méaxima (High) cuyo transductor tiene un
diametro de 6.35 mm y frecuencia de 3.5 MHz. El
sensor de medicién fue un hidréfono coplanar de
0.5 mm de radio nominal de elemento activo
modelo B014. La sensibilidad del hidréfono
/amplificador de 14.3 nV/Pa a 3.5 MHz

DISCUSION

Se eligi6 como pardmetro de comparacioén el ancho
del haz a -6 dB (-6 dB beam width) que se muestra
en la tabla 3.2 tanto para los perfiles calculado
como los medidos,

Perfiles Ancho del haz a -6
dB (mm)
datos medidos en eje X 3.145
datos medidos en eje Y 3.128
datos calculados 3.175

Tabla 2.- Comparacion del ancho de haz a — 6dB

Se observa una desviacion de aproximadamente
1% entre los anchos del haz de los perfiles medidos
y calculados.

CONCLUSIONES

AlUn cuando se supone un modelo mateméatico
donde el transductor es ideal y el medio
homogéneo y ademds existe una incertidumbre
asociada a los datos medidos, no se obtiene una
desviacion alta en la comparacion de la tabla 2.
Sera necesario realizar mas mediciones para
comparar y mejorar el modelo considerando la
propagacion no lineal del ultrasonido.
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