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Resumen: Una determinacion rigurosa de la incertidumbre expandida de la medicién, correspondiente a un
nivel definido de confianza, requiere la consideracion de los grados de libertad. Este concepto implica
aumentar los valores de incertidumbre, cuando fueron obtenidos con base en informaciones limitadas, p. €;.

un namero limitado de mediciones.

Se presenta una comparacion numérica entre el método recomendado por la “Guia BIPM/ISO para la
expresion de la incertidumbre en las mediciones” - GUM, basandose en el nimero efectivo de los grados de
libertad, y varios métodos simplificados que frecuentemente se aplican en laboratorios de metrologia y se

dan recomendaciones sobre el uso de los métodos.
INTRODUCCION

El resultado de la estimacion de la incertidumbre de
una medicidn, generalmente se presenta en
terminos de un valor U, , llamado incertidumbre
expandida, que corresponde a un nivel de confianza
p. El nivel de confianza es la probabilidad de que el
intervalo de +U, alrededor del mejor estimado para
el mensurando contenga al valor verdadero (del
mensurando).

En el campo de la metrologia, a menudo se usa un
nivel de confianza p @95%. En el caso frecuente de
que la dispersion de los valores del mensurando
corresponda a una distribucién normal (distribucion
gaussiana), U, se obtiene expandiendo la
incertidumbre estandar u por un factork = 2 ;

Ug, =kxu=2xu 1)

Para ser preciso, 2u corresponde a un nivel de
confianza de 95,45%.

Generalmente la misma incertidumbre estandar no
puede ser obtenida con una certeza absoluta, es
decir u misma tiene “incertidumbre®.

Por ejemplo, con los métodos de evaluacion tipo A,
gue estiman la incertidumbre a partir de la
dispersion de mediciones repetidas, la certeza en la
estimaciéon no soélo del resultado mismo de la
mediciéon, sino también de su incertidumbre,
respectivamente desviacion estandar, depende del
namero n de mediciones realizadas. Mientras la

incertidumbre u se estima con la desviacion
estandar experimental s(q) de la media q de las n

mediciones repetidas, la “incertidumbre de la
incertidumbre u“ se puede estimar mediante la
desviacion estandar de los valores obtenidos para
s(q), repetiendo el conjunto de las n mediciones
varias veces. Si los datos siguen una distribucion
normal, teéricamente se espera la siguiente relacion
(ver [1], E.4):
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Mientras s(q) es el valor que se utliza para
estimar la incertidumbre estandar, s(q) =u es la
incertidumbre estandar “verdadera“ o tedrica, que
se obtendria si se determinara la dispersion
verdadera de los g por un ndmero infinito de
mediciones. Aplicando (2) se observa que por
ejemplo en el caso de n = 3 repeticiones, la
estimacion de u mediante s(q) tiene una
incertidumbre de alrededor de 50% y todavia de
24% en el caso de n = 10.

En el caso de un ndmero pequefio (n < 10) de
mediciones, algo muy comun en mediciones
industriales, se debe considerar este efecto,
sustituyendo (1) por:

U, =t,(n)xu 3

El factor t,(n) se obtiene a partir de la distribucion t
de Student para el nimero n de grados de libertad.



Los valores de t,(n) se encuentran en tablas [1, 2].
En el caso de la incertidumbre por repetibilidad, n
es el nimero de mediciones menos uno:

n=n-1 4)

La ec. (3) refleja el hecho que la distribucién de los
q, dividida entre s(Q), sigue una distribucién t de
Student, que, en el caso de pocas mediciones
difiere notablemente de una distribuciéon normal.

Por ejemplo, para obtener un nivel de confianza p =
95,45% en el caso de s6lo 3 mediciones, hay que
expandir la incertidumbre estandar por un factor
tos.45(2) = 4,53 en lugar de k = 2.

INCERTIDUMBRE COMBINADA 'Y
EXPANDIDA DE ACUERDO A LA GUM

A la incertidumbre de un mensurando generalmente
contribuye una serie de fuentes de incertidumbre,
gue se combinan segun la ley de propagacion de
incertidumbres [1], obteniendo de esta manera la
incertidumbre combinada u..

En equivalencia a (3), la incertidumbre expandida
U, para un nivel de confianza p se estima por:

Up :tp(nef)mc (5)

Nes €S el niumero efectivo de los grados de libertad,
gque se calcula segun la ecuacion de Welch-
Satterthwaite (ver p. €j. [1]):
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donde u; es la la contribucion de la fuente de
incertidumbre i al mensurando y n; son los grados
de libertad de la fuente i. Para incertidumbres por
repetibilidad o reproducibilidad, n; se obtiene de
acuerdo a (4). Para incertidumbres obtenidas por un
método tipo B la GUM menciona una regla para
asignarles un numero de grados de libertad,
ampliando el concepto de (2) (ver [1], G.4).

Con el numero efectivo de grados de libertad ne; se
determina el factor tp(ner).

PROBLEMATICA

A diferencia de este método recomendado por la
GUM, en muchos laboratorios se aplican métodos
gue pretenden ser simplificados, evitando el calculo
de nes [3, 4, 5, 6]. El concepto comuin consiste en
incrementar la incertidumbre obtenida por un
método tipo A, por ejemplo la incertidumbre por
repetibilidad, antes de la combinacion:

up =t,(n-D>u, (7)

Después se calcula la incertidumbre combinada u,
utilizando u, en lugar de uxn y se se expande U

con k = 2 en lugar de tgs5(nef) para aspirar un nivel de
confianza de 95%.

Rigurosamente, de acuerdo a la GUM ([1], E.4.1),
este procedimiento no es valido, debido a que la ley
de propagacion de incertidumbres sélo aplica para
combinar incertidumbres estandar, mientras u’,
representa una incertidumbre expandida.

A continuacién se presenta una comparacion
numérica entre el método recomendado por la GUM
y varios métodos simplificados.

METODOS ANALIZADOS Y PROCEDIMIENTO
DE LA COMPARACION NUMERICA

En este andlisis todos los métodos tienen como
meta un nivel de confianza p = 95,45%.

Para la comparacion se consideran dos
contribuciones a la incertidumbre: una contribucion
us obtenida por un método de evaluacion tipo A,
por ejemplo repetibilidad, y una componente ug ,
que es la combinacion, en forma de una
incertidumbre estandar, de todas las demés
contribuciones obtenidas por métodos tipo B. No se
consideran correlaciones, asi que se obtiene la
incertidumbre combinada por:

Uo =y/Ux" +Ug (8)

A continuacibon se muestran los métodos
analizados. El nimero en el subindice indica su
identificacion en las gréficas presentadas. n, son los
grados de libertad asociados con u, .
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M4 es un método adicional discutido en la GUM
(ver [1], G.5, pero no es el método recomendado
por ésta).

Adicionalmente se analiza el caso mas simple de no
hacer correccidn alguna por el pequefio nimero de
mediciones:

M1 U, =2xJu,’ +u,® =2 (12)

Para poder comparar los métodos, se supone que la
incertidumbre combinada siempre es 1:

U, =4Uu,’ +ug” =1 (13)

En el analisis se varia la contribucién de u, a la

incertidumbre combinada entre 0 y 1, para
diferentes grados de libertad ny de u, :
Ofu, £1 (14)

Debido a que u, =41-ui resulta que (14)

corresponde a 13 u; 3 0.

Nétese que wus =0,71 significa que las
contribuciones de u, y ug a la incertidumbre
combinada son iguales.

El nimero de grados de libertad ng asociado con ug
se considera muy grande (infinito), lo que significa
gue los valores de ug son “seguros*.

El andlisis se realiza en hojas de calculo de
Excel™, calculando, en funcion de u, y para un na
dado, ng vy la incertidumbre expandida U, para cada
método, incluyendo el método recomendado por la
GUM  Ugsy. Posteriormente se realizan las
comparaciones respectivas, graficando la razon
U, /Uy, . Cabe destacar que en esta

representacion el valor de 1 corresponde a la

incertidumbre obtenida por el método recomendado
por la GUM.
RESULTADOS

En la Figura 1 se presenta la comparacion de la
incertidumbre expandida, obtenida de acuerdo a
(12), por no considerar los grados de libertad y
expander con k = 2 (M1), con el método
recomendado por la GUM, dada por la razon:

2xu, 2, _ 2

= (15)
Ugs,  tasas@er) XUe tosus (Ner)
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Fig. 1 Incertidumbre expandida como funcién de ua y
para diferentes valores na , obtenida con M1 vy
normalizada con respecto al método recomendado por la
GUM.
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Fig. 2 Incertidumbre expandida como funcién de na
y para diferentes razones ua /us , obtenida con M1 y



normalizada con respecto al método recomendado por la
GUM. La ultima curva (“inf.”) significa que ug=0.

Como se esperaba, se observa una subestimacion
considerable en el caso de una contribucion
dominante de u, con pocos grados de libertad.

De forma similar, la Figura 2 muestra esta sub-
estimacion por M1 en funcién del nimero efectivo
de grados de libertad, para diferentes razones upa
/UB.
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Fig. 3 Incertidumbre expandida como funcién de ua para
na = 2, 3 y 7 obtenida con los cuatro métodos y
normalizada con respecto al método recomendado por la
GUM. La linea vertical a up=0,71 indica la igualdad ua=ug

para este valor.Las discontinuidades (escalones) en
las graficas resultan de un truncamiento de los
valores exactos obtenidos para Ve

La Figura 3 muestra una comparacién de diferentes
métodos U, con el método recomendado por la
GUM Ugsy, para ny = 2, 3y 7, presentando la razon
U, /Ug,, - Valores mayores a 1 significan una

sobreestimacion de la incertidumbre, mientras
valores menores a 1 significan una subestimacion.

Se observa que M2 siempre resulta en una
sobreestimacion, mientras M3 resulta en una
subestimacion si uy, es mayor de Uug Esta
subestimacion puede ser bastante grande, para na
pequefio y u, >>ug . Sin embargo, M3 da mejores
resultados que M1 (o sea sin correccién por los
grados de libertad).

El M4 muestra un comportamiento parecido a M2,
salvo en el caso de una dominancia de ug. En este
caso, puede subestimar la incertidumbre hasta 13%,
si ug >>u, (vertambién [1], G.5.2).

Fig. 4 Incertidumbre expandida como funcién de ua y

para diferentes valores na , obtenida con M2 vy
normalizada con respecto al método recomendado por la
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Para el caso extremo de ny = 1 la sobreestimacién
por M2 y M4 llega hasta un factor 3,5 (para
u, » Ug, ver Figura 4) y la subestimacion por M3 y

M1 llega hasta 86%.

Para n, grandes, todos los métodos se acercan
cada vez mas al método recomendado por la GUM.
La Figura 4 muestra este comportamiento para M2
variando nu

CONCLUSIONES

Los resultados presentados se pueden resumir en
las siguientes conclusiones:

1) No considerar los grados de libertad en el
calculo de la incertidumbre expandida en M1
resulta en una subestimacion notable,
solamente cuando u, es dominante y tiene
pocos grados de libertad.

2) M3 da una subestimacion de la incertidumbre
expandida cuando u, supera ug , que puede ser
grande si uy es dominante y tiene pocos grados
de libertad.

3) M2 siempre sobreestima la incertidumbre
expandida y puede ser considerada como un
“método conservador’. La sobreestimacion
generalmente es moderada (menor de 22%),
salvo en los casos de

a) ny =1
b) nan =2 vy las contribuciones de us y ug son
parecidas
4) M4 da resultados parecidos a M2, con

desviaciones de éste (subestimacion de la
incertidumbre expandida) en el caso de que
domine ug .

Se resume que ninguno de los métodos analizados
representa una aproximacién muy cercana al
método recomendado por la GUM. Todos los
métodos simplificados, salvo M2, pueden presentar
subestimaciones de la incertidumbre, lo que por si
puede ser critico. En algunos casos y dentro de
ciertos limites, p. ej. ua obtenido a partir de por lo
menos n = 3 mediciones, pueden ser aceptados
como aproximaciones, cuando los resultados de la
estimacion de la incertidumbre no son sumamente
criticos. Esto vale, por ejemplo, cuando el dafio
provocado por una medicion equivocada no es muy
alto, o cuando los resultados de las mediciones no

se encuentran cerca de las tolerancias del producto
medido (verificado).

Sin embargo, hay que cuestionar las ventajas de la
simplificacion de M2, M3 y M4, que, de todas
maneras, requieren conocimientos del metrélogo
sobre los grados de libertad. Utilizando hojas de
calculo para el analisis de los resultados, como p.
ej. Excel™, el calculo del numero efectivo de los
grados de libertad puede ser automatizado, asi que
el método recomendado por la GUM realmente no
representa  una complicacidon significativa en
comparacién con M2, M3 y M4, pero tiene la
ventaja de ser el método recomendado por un
documento reconocido como la referencia
internacional en la estimacion de la incertidumbre
de medicion.
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