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Resumen: En el andlisis de datos de medicién, presentamos el resultado de un proceso de medicion,
mostrando el resultado de la medicién y su incertidumbre. En la mayoria de los casos el mensurando no es
directamente medible, sino que depende de otras cantidades medibles, a través de una funcion que
generalmente es no lineal. En este caso, la determinacion de la incertidumbre expandida de la estimacion del
mensurando, se obtiene haciendo uso de una estadistica, cuya distribucion se desconoce, pero se aproxima
por una distribucion t de Student, en la que el nimero de grados de libertad se obtiene, de acuerdo con la
recomendacion de la GUM, utilizando la aproximacion de Welch-Satterthwaite. A este nimero de grados de
libertad se le conoce como el nimero efectivo de grados de libertad. En este articulo comentamos el
concepto de grados de libertad y presentamos una derivacion de la expresion conocida para obtener el

numero efectivo de grados de libertad.

1. INTRODUCCION

En el analisis de datos de medicién, presentamos el
resultado de un proceso de medicién, mostrando el
resultado de la medicién y su incertidumbre. Esta
ultima puede darse en forma estandar o expandida.
La conveniencia de dar la version expandida de la
incertidumbre, es que le asociamos una cobertura
explicita, lo cual facilita su interpretacién, ya sea en
el terreno del enfoque frecuentista, o en el subjetivo
(grado de creencia). La incertidumbre expandida
corresponde al rango de un intervalo de confianza
del mensurando. Para construir tal intervalo de
confianza, utilizamos una estadistica T, dada por el
cociente de una estadistica normal estandar entre
una estadistica que incluye a la incertidumbre
combinada de las variables de influencia del modelo
de medicion. Cuando la estadistica del denominador
tiene asociada wuna distribucién ji-cuadrada,
entonces el cociente tiene una distribucion t de
Student, con un nimero de grados de libertad igual
a los grados de libertad de la estadistica ji-cuadrada
del denominador.

Frecuentemente, la estadistica que involucra a la
incertidumbre combinada no tiene una distribucién
ji-cuadrada exacta, por lo tanto la estadistica T no
tiene una distribucién t de Student exacta. Esta
complicacion nos impide tener un intervalo de
confianza para el mensurando, con la cobertura
nominal deseada exacta.

Un procedimiento recomendado por la GUM [1],
para estimar la incertidumbre expandida, consiste
en aproximar la distribucién de la estadistica T con
una distribucién t de Student con un numero de
grados de libertad dado por la aproximacion de
Welch — Satterthwaite. A este nUmero de grados de
libertad se le denomina el numero efectivo de
grados de libertad.

En la seccion 2, se muestra el origen de los grados
de libertad asociados a wuna incertidumbre
expandida. En la seccion 3, presentamos el
desarrollo de la formula de Welch - Satterthwaite,
para calcular el numero efectivo de grados de
libertad.

En la seccién 4 se comentan las restricciones que
tiene la aproximacion de Welch-Sattertwaite y se
comenta un procedimiento alternativo para la
determinacion de la incertidumbre expandida. En la
seccion 5, se dan las conclusiones del trabajo.

2. LOS GRADOS DE LIBERTAD

En la mayoria de los casos el mensurando no es
directamente medible, sino que depende de otras

cantidades medibles X, X,,...,X,, a través de
una funcion f(X,,X,,...,X,). Asi la incertidumbre

de la medicion Y del mensurando, es el resultado
de combinar las incertidumbres de medicion de las

diferentes cantidades medidas X, X,,..., X, , con
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diferentes pesos, que dependeran de la importancia
que cada componente tiene en el modelo de

medicion ¥ = f(X,, X,,...X,).

Una magnitud X que varia aleatoriamente tiene
asociados dos paradmetros muy importantes: su

esperanza , = E(X)que nos indica el valor

alrededor de cual se tienen las observaciones de
. 2 .

X,y suvarianza o), que expresa la magnitud de

la variabilidad de las observaciones alrededor de su

valor esperado (4, .

Cuando se tienen n observaciones independientes
X, X,,...,X, de X, estimamos su esperanza como
el promedio X de las n observaciones,

— 1 n
x:—é . xl.,
n i=1

mientras que la varianza se estima por

1 n

2 —\2
S —_——_—,_—,—,—— L — .
X = 1§ l-=1(x, x)

Cuando tenemos un mensurando, del que tomamos
mediciones con un instrumento, ocurre que
observamos  diversos valores que varian
aleatoriamente, de acuerdo a alguna distribucion.
Generalmente asociamos el valor del mensurando
con el valor esperado de la distribucion, de aqui que
estimar el valor del mensurando equivale a estimar

el valor esperado u,, La incertidumbre de la
estimacién X proviene de la variabilidad de X

alrededor de 4, , que cuantificamos por su

. 2 2 .
varianza o. =0, /n, y que estimamos como

2 2 .
s-=sy/n. Tambien tomar como

incertidumbre de medicion la desviacién estandar
. 2
de la media, o, =/O .

Cuando la informacion que tenemos del
mensurando es un conjunto de n observaciones

independientes X, x,,..., X, , entonces tenemos que
para un valor dado de Ila estimaciéon
X=(x,+x,+...+x,)/n, tenemos solo n-1

podemos

observaciones X, que pueden tomar valores

libremente, ya que el término restante tiene un valor
determinado por estos n—1 términos elegidos y el
promedio X. A este numero de términos
independientes se le conoce como el numero de
grados de libertad. De aqui que podemos interpretar
el numero de grados de libertad como la cantidad
de informacién util en la determinacion de la
estimaciéon. En cambio si las observaciones no son
independientes, tenemos informacion redundante
en las observaciones, por lo que la informacion atil o
efectiva serd menor

Otra interpretacion del numero de grados de
libertad, es el pardmetro de la distribucién ji-
cuadrada asociada al estimador de la varianza,
calculada a  partir de n observaciones
independientes. En este caso sabemos que la
estadistica

-DS2

tiene una distribucion ji-cuadrada con n—1 grados
de libertad. Con este enfoque entonces, el numero
efectivo de grados de libertad viene a ser el
parametro asociado a la distribucién ji-cuadrada
asociada al estimador de la incertidumbre de la
medicién considerada.

La estadistica anterior interviene en la estadistica T
utilizada para determinar la incertidumbre
expandida en forma de intervalo de confianza,

X —py _
T= Z__ O-Xz _ Xy 2)
s Ss
-0 o

Asi, ademas de expresar en forma numeérica la
. . 2
incertidumbre, ya sea como s-, o s., podemos

expresarla en forma expandida, como un intervalo
de confianza del mensurando,

(f_t(n—],l—a/Z)Sf’f-i- t(n—l,l—a/z)sz)’ 3)

donde Xx es la estimacion del mensurando, s.es la
incertidumbre de la medicion, y ¢, ,, €l
coeficiente de confianza para la distribucién t de
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Student con v=n—1 grados de libertad. Este
intervalo tiene una cobertura nominal de

(1-a)100%.

Cuando el mensurando de interés Y es resultado
de varias magnitudes de influencia X, X,,..., X, ,
de acuerdo a un modelo de medicion dado por la
funcion Y = f(X,,X,,...,X,), entonces hay que

convertir la informacién que tenemos sobre los
resultados de medicion e incertidumbres de

X,,X,,...,X,, en el resultado de medicién y la
incertidumbre de Y . Hacer esto en forma exacta
puede ser un problema complicado, cuando la
funcion f es nolineal, y mas dificil todavia, si

ademas, las variables de influencia son
correlacionadas.

La manera de atacar este problema consiste en
tomar una aproximacion de Taylor, para Y,
alrededor de su valor esperado /i, . De esta forma,

cuando las variables de influencia son no
correlacionadas, obtenemos las aproximaciones
2,
para Ly y Oy:
Hy = f(:u)(l s My, 5eees Hy, ),

X P
=2 (aﬁ] Tx-

Estos valores son estimados por:

y=f(xl,x2,...,xk),

2
2 _ zk af §>
Y i=1 Ox X; -
i (X, 505Xy )

2

. . - . 2
La incertidumbre numérica esta dada por s,

mientras que la incertidumbre expandida esta dada
por el intervalo de confianza

(y_t(vef_,l—a/Z)Sy’y—}_t earSy) (4)

donde y es el resultado de medicién, s su

Vv

incertidumbre  combinada, t es el

(v l-al2)

coeficiente de confianza y v, el nimero de grados

de libertad efectivos, dado por

Ve, = , ®)

siendo s,,5,,...,5, las incertidumbres estandar de

las variables de influenciay v,,v,,...
de libertad correspondientes.

,V, sus grados

Para entender el origen del numero efectivo de
grados de libertad, hay que considerar Ila
estadistica T, utilizada para obtener el intervalo de
confianza (4)

Y~ Hy
T y /’lY _ O-
SZ
\/; \/7
Aqui, la estadistica Z tiene una distribuciéon Normal
estandar y la estadistica W = vefo, /Uy2

tiene
aproximadamente una distribucion ji-cuadrada con
Vr grados de libertad.

En este caso, el ndmero efectivo de grados de
libertad Vs viene a ser el parametro de la
distribucion ji-cuadrada asociada a la incertidumbre
expandida S}%, que se obtiene
combinacion  lineal de las incertidumbres
Slz,szz,...,s,f, de las mediciones de las variables de
influencia.

como una

La expresion del numero efectivo de grados de
libertad, se conoce como la aproximacion de Welch-
Satterthwaite, que describimos en la siguiente
seccion.

3. APROXIMACION DE WELCH-
SATTERTHWAITE

Sean W, W,,..,W,, k variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas como ji-
cuadrada con 17,7,...,7, grados de libertad
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respectivamente. Es un hecho conocido [2] que la
suma W, +W, +...+ W, se distribuye también como

j-cuadrada con r»=¥+r,+..+7 grados de

libertad. Esta propiedad de herencia de distribucién
no se tiene cuando, en lugar de una suma,
consideramos una combinacion lineal

aW, +a,W, +...+a W, de las variables aleatorias.

La complicaciéon en la determinacién del numero
efectivo de grados de libertad, se debe a que la

. . . 2 . .
incertidumbre combinada s, es una combinacioén

lineal de las incertidumbres de las variables de
influencia. Si en lugar de una combinacion lineal,
fuese una suma de términos no correlacionados,
entonces el numero de grados de libertad asociado
a la incertidumbre combinada seria la suma de los
grados de libertad de las variables de influencia.

Cuando la incertidumbre combinada es una
combinacion lineal de incertidumbres, entonces la
informacion de cada una de ellas dentro del total,
tiene un efecto modulado por la constante que
multiplica al término correspondiente. Esta
combinacion no aditiva de la informacion
proporcionada por cada componente es lo que
tenemos en la aproximacion de Welch-
Satterthwaite.

La logica en el desarrollo de la aproximacion,
consiste en suponer que la combinacion lineal

aW, +a,W,+...+a W, tiene aproximadamente

una distribucién ji-cuadrada con un numero de
grados de libertad que debemos determinar. Para
esto, procedemos ajustando una distribucion ji-
cuadrada a la combinacion lineal, y estimamos su
parametro (grados de libertad) por el método de
momentos.

Suponemos entonces, que la combinacion lineal es
equivalente al cociente dado por una variable

aleatoria U distribuida ji-cuadrada, dividida entre

k
sus grados de libertad v, esto es, que Zi:] aW.y

% tienen la misma distribucion. Esto se expresa

como la relacién de equivalencia,

U
2f:1aim ~ 7 '

Segun el metodo de momentos, para estimar el
parametro v, igualamos los dos primeros
momentos de las variables que tenemos en ambos
lados de la relacién de equivalencia anterior. De
esta forma obtenemos las ecuaciones

U

B, @) =EC), @)
U

ECY al)’ =EC). Q

Como la esperanza de una variable aleatoria
distribuida como ji-cuadrada es igual a sus grados
de libertad, y su varianza es dos veces sus grados
de libertad, entonces

EU)=v
V(U)=EU) -[EQ)] =2v.

De lo anterior obtenemos que

E(g)zl,
v
E(g)2 e
v v
Sustituyendo estas esperanzas en (7) y (8),
obtenemos,
k
EQaW)=1.y ©)
2
EQ aw) ==-1. (10)
= v

De la ecuacion (9) no podemos deducir el valor de
v, solo obtenemos una restriccion para los
coeficientes de la combinacion lineal. Despejamos
v de la ecuacion (10) y obtenemos

2

V= - —.
EQ._al) -1

(11)

De esta ecuaciéon obtenemos un estimador para el
numero de grados de libertad, sustituyendo en el
denominador la esperanza del cuadrado de la
combinaciéon lineal, por la combinacién lineal
cuadratica unicamente. Asi tenemos,
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2
(Z,l aW) -1

Este estimador tiene el inconveniente de que nos
puede dar valores negativos, lo cual es inadmisible.

Esta expresion para v no considera la restriccion
de los coeficientes de la combinacion lineal.
Enseguida consideramos una version modificada de
este estimador, incluyendo la restriccion.

EEL ay =V (XL am)+[ B a) |

IR
|:E(Zl]'(=1 aiVVi):r

J B! am)|

y considerando de (9) que E(Z;aiW[)zl,

entonces

_ VL a)
(B am) ]

Sustituyendo esto en la expresion (11) para Vv,
resulta

EQ aw)?

2| Bl 0, T

V= . (12)

v aw,

Finalmente, considerando que W, ,W,,...,W, son

variables aleatorias independientes distribuidas
como ji-cuadradas, tenemos que

V(zl1 aW) = Z LalVw,) =
(13)
22 E(W)]

La ultima igualdad se debe a que

v =2[EW)] v,

Sustituyendo ahora, la expresién (13) de la varianza
de la combinacion lineal, en la expresion (12) de v

tenemos
& 2
[E(Zzel aiVVi):|
5 .
> ET)

V.

1

V=

De esta expresion para los grados de libertad como
funcion de esperanzas de las variables aleatorias,

obtenemos su estimador VvV, sustituyendo las
esperanzas por sus observaciones, esto es,

(ZM
>

V.

1

V= (14)

Esta aproximacion obtenida en la década de los 40,
sigue aun hoy siendo de gran utilidad, su uso se
sustituye algunas veces por procedimientos de
simulacion para la determinacion de incertidumbres
expandidas. Cabe hacer notar que el procedimiento
de simulacion de observaciones de las variables de
influencia, cuando éstas estan correlacionadas no
es sencillo.

La expresion (14) obtenida para estimar los grados
de libertad coincide con la expresion conocida para
el numero efectivo de grados de libertad, después
de hacer las siguientes sustituciones:

a =(0f /ox),y W.=s".

Los trabajos originales sobre esta aproximacion
fueron desarrollados en forma independiente por
Welch [3,4,7] y Satterthwaite [5,6]. Este problema
es similar al problema de inferencia para una
diferencia de medias, cuando las varianzas son
desconocidas y diferentes. Este ultimo problema
conocido en la literatura estadistica como el
problema de Behrens-Fisher [8], ha generado una
polémica interesante, y ha atraido la atencion de un
gran numero de estadisticos, y por lo tanto se han
propuesto varias soluciones desde diferentes
enfoques.

4. RESTRICCIONES O LIMITACIONES

El desarrollo de la aproximacion de Welch-
Satterthwaite supone que las variables de influencia
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tienen distribucién normal y ademas son
nocorrelacionadas. Estos supuestos con
frecuencia no se cumplen, ya que ademas de la
distribucién normal, las distribuciones uniforme vy
triangular intervienen como modelos de medicion de
las variables de influencia. Y ademas, la correlacién
entre dichas variables en algunos casos es
significativa.

Frecuentemente, el supuesto de no-correlacion no
se cumple en la practica metroldgica, ya que las
mediciones que se hacen de las diferentes variables
de influencia que intervienen en un proceso de
medicion, estan sujetas a un ambiente comun, lo
cual genera una cierta estructura de dependencia
entre dichas variables.

M Ballico [9] compara la formula de Welch-
Satterthwaite con otros procedimientos basados en
series de potencias utilizados para determinar la
incertidumbre expandida, y encuentra que la
formula sobreestima el numero efectivo de grados
de libertad cuando wuna de las principales
componentes tiene pocos grados de libertad. Esto
genera una subestimacion del correspondiente
intervalo de confianza, lo cual es aun mas notorio
para altos niveles de confianza.

Una alternativa que se ha elegido algunas veces
para la determinacién de la incertidumbre expandida
o intervalo de confianza, ha sido la técnica de
simulaciéon [10], también conocida como Monte
Carlo. Cuando las variables de influencia que se
simulan son nocorrelacionadas, este procedimiento
es sencillo, aun cuando se tengan distribuciones
diferentes a la normal. En cambio, si las variables
son correlacionadas, el problema de simulacién en
forma exacta es muy complicado, ya que se
requiere conocer la distribucion conjunta de las
variables, lo cual no es facil. Existe software como
por ejemplo, Cristal Ball [11] y Risk [12], que
simulan observaciones de variables aleatorias
correlacionadas, con cualquier conjunto de
distribuciones marginales, y con una relacién de
correlacién definida por el coeficiente de correlacion
por rangos, siguiendo el procedimiento de Iman y
Conover [13].

5. CONCLUSIONES

En este articulo hemos comentado el concepto de
grados de libertad asociado a la determinacién de la
incertidumbre de medicién.

Se ha mostrado el desarrollo de la aproximacion de
Welch-Satterthwite para obtener el nimero efectivo
de grados de libertad.

La estadistica de la incertidumbre combinada no
tiene una distribucion ji-cuadrada exacta, debido a
que en el numerador no tiene una suma de
cuadrados sino una combinacion lineal de
cuadrados.

Se han discutido limitaciones de esta aproximacion,
como son los supuestos de distribucion normal de
las variables de influencia, asi como la no
correlacion entre ellas.

Ademas se ha comentado que una alternativa que
se puede seguir al evaluar la incertidumbre de un
proceso de mediciéon, cuando las variables de
influencia son no-correlacionadas, es la técnica de
Monte Carlo. Cuando se usa algun software para
simular observaciones de variables correlacionadas,
se recomienda conocer el procedimiento que dicho
software sigue para introducir la correlacion entre
las variables, para estar seguros de que la
correlacion que el software considera es la que
nosotros hemos determinado.
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