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RESUMEN
Uno de los principales problemas al disefar instrumentos para la medicién de propiedades calorificas es encontrar
criterios de disefio que permitan evaluar los limites inferiores de error en la operacion de los sistemas de medicion. El
disefio geométrico de las celdas es uno de los factores que permite encontrar algun criterio de disefio para encontrar los
limites de operacion o elementos que permitan analizar el comportamiento térmico del sistema, en general se utilizan
celdas de forma cilindrica o esférica. Se aplica la ecuaciéon de conducciéon de calor en una dimension para modelar el

comportamiento de celdas cilindricas y esféricas bajo las mismas condiciones a la frontera.

1. INTRODUCCION

El principal elemento de los sistemas de medicion
de propiedades térmicas, es la celda que, en
general, es de forma cilindrica o esférica. En el
disefio de tales sistemas un parametro Util para
determinar su desempefio es el criterio de disefo
que permite encontrar el limite de error (valor
minimo) en la operacion ideal de la celda.

El campo de temperatura dentro de la celda permite
cuantificar el gradiente residual en condiciones
ideales y permite proponer modificaciones en el
disefio para reducirlo. También permite identificar el
valor promedio del campo e identificar la mejor
posicion de los termémetros para que los valores
obtenidos con ellos representen la temperatura o,
en su caso, cuantificar las correcciones necesarias
al colocarlos en otras posiciones.

Para obtener el campo de temperatura en las celdas
de geometria cilindrica y esférica se aplica la
ecuacion de conduccién de calor en una dimension
como la primera aproximaciéon para modelar su
comportamiento.

En este trabajo se presentan los resultados de las
celdas cilindricas que se emplean en el disefio de
los sistemas de medicion de conductividad térmica
de fluidos y de las celdas esféricas que se proponen
en algunos sistemas de medicién de calor
especifico.

2. FORMULACISN MATEMATICA

La ecuacién general de conduccién es:
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10T
V2T+g(r,t):;E (1)

donde a es la difusividad térmica:
a=pCp/A . (2)

La densidad es p, la capacidad calorifica Cp y A la
conductividad térmica.

El termino g(r, t) representa la generacidon de
energia (fuente) en el cuerpo, esta puede ser
eléctrica, quimica, nuclear, etc. vy T es la
temperatura que es funciéon de la posicion y el
tiempo. Si se considera que no existe generacion de
calor dentro del sdlido, se tiene:
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que es la ecuacion diferencial de difusién o de
Fourier.

Esta ecuacién es el fundamento de todos los
métodos de medicion de la conductividad térmica,
en los métodos permanentes o estado estable el
término de la derecha es cero en los métodos
transitorios este término determina la evolucién
temporal del campo de temperatura, en ambos
casos es posible encontrar su solucidon analitica
para geometrias y condiciones a la frontera
sencillas.
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Si se considera que el problema a resolver se puede
considerar en el caso ideal, en una dimension,
entonces la ecuacion en diferentes sistemas
coordenados se reduce a:

Coordenadas Cartesianas

or_1er (4)
o a ot

Coordenadas Cilindricas
azr 1or _
or? r@r

1 8T , (5)
a 8t

Coordenadas Esféricas

o’T 2 6T 1 or . (6)
+ PR
ot r 8r a ot

En todos los casos la solucion depende de las
condiciones a la frontera del problema fisico que se
quiera resolver, pero de forma general se pueden
escribir las soluciones como:

Coordenadas Cartesianas

T0X.0 =Y C, exp-afn X (3., )

m=1

Coordenadas Cilindricas

T(r,t) = DC,, exp(-aB2DOR(r, ) (8)

m=l1

Coordenadas Esféricas

T(r,0)= Y. C,, exp(-aB’OPy (r, B,) (9)

m=1

De igual manera, en todos los casos la solucion se
expresa en términos de las funciones propias y los
valores propios del problema. Las soluciones para
los respectivos casos son el conjunto de funciones:

« X: trigonométricas; seno y coseno,

* Ry de Bessel cilindricas; J(r) e Y(r)y

* Py de Bessel esféricas; j(r) e y(r)

cuya solucion particular depende de las condiciones
iniciales y a la frontera.

2.1. Solucién en Coordenadas Cartesianas

La situacion tedrica corresponde a una linea
sometida a un gradiente de temperatura, con uno de
sus extremos a una temperatura conocida. La
situacion experimental, puede corresponder, por
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ejemplo Fig. 1, a la columna emergente (en un bafio
de temperatura controlada) de un termdmetro
donde nos interesa conocer la temperatura de la
parte expuesta a otra temperatura. Situacion que
puede aportar informacién valiosa para la operacion
de un termometro de liquido en vidrio o sobre el
efecto de la inmersién de un termopar o de un
termometro de resistencia de platino.
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Figura 1. Colurrna emergente de un
termarmetra de liguido en vidrio.

Para resolver este problema se supone una linea,
Fig. 2, que se encuentra en sus extremos a una
temperatura conocida y se quiere conocer el campo
de temperatura en todas las posiciones de la linea.
Para simplificar el problema y utilizar la simetria del
problema lo modelamos como una linea que se
extiende de -/ a +/. Es decir,

|

7

- -

/ 0 +1

Fogura 2. linea sornetida a un gradiente de termperatura

Con las siguientes condiciones: Las superficies |,
estan a una temperatura Ty; condicidn inicial (£=0)
de la linea: T=0 y, entonces, la solucién esta dada
por:

00

T(X,n _, 4 z

T, T

2n+1)mx

exp( af’t)cos (10)

i 2n+1

Esta solucidon depende de la posicién y el tiempo. Si
se define una variable adimensional U/, se
encuentra la solucién para distintos tiempos vy
diferentes posiciones, la cual se muestra en la Fig.
3.
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Fig. 3. Campo de temperatura de una linea en funcién del
tiempo y la posicion.

En esta solucion se considera que inicialmente toda
la linea se encuentra a una temperatura cero, al
encender el horno o bafo el extremo /, se encuentra
a una temperatura constante y nos interesa
encontrar la evolucién de la temperatura a
diferentes posiciones, las cuales corresponden al
eje horizontal de la grafica. Los nimeros dentro de
la grafica corresponden a un parametro que
representa el tiempo en el que se observa el campo
de temperatura, en la posicion x=/, la temperatura
siempre es la temperatura constante y la posiciéon
x=0 corresponde al extremo del termdmetro, el cual
presenta un gradiente, el cual se reduce al
evolucionar en el tiempo.

Ten=orde
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Figura 4. Calitwacidér de termdmetros
porcompatacion

2.2. Solucion en Coordenadas Cilindricas

La situacién tedrica corresponde una cavidad
cilindrica cuya superficie exterior se encuentra a una
temperatura constante. La situacién experimental
corresponde, por ejemplo Fig. 4, a la cavidad de un
horno para la realizacion de puntos fijos o a la
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misma celda o al proceso de calibracion de
termdmetros por comparacién, o a una celda de
medicion de un calorimetro que se use en la
medicién de conductividad térmica de fluidos o de
capacidad calorifica, o de la constante crioscopica,
etcétera.

Las condiciones son:

En la frontera la superficie r=b estd a una
temperatura T,
Condicion inicial (=0) T,=0
La solucion es:
> _ 2
T(V’t):l—ZZexp( af t)JO(ﬁnr/b) ’ (11)
TO =0 b ﬂn‘]l(ﬂn)

donde J, y J; son las funciones de Bessel cilindricas
y B, son los valores propios. El campo de
temperaturas es funcion de la posicion y el espacio.
Al definir, nuevamente, una variable adimensional
U/, se obtienen las soluciones que se muestran en
la Fig. 4 para las distintas posiciones y distintos
valores de parametro que corresponde al tiempo.

03 _ S il o f..
L B
= 2
=
0.
013
0.2
T3 0 2 0003
v
[ [/ 0. 0.3 L
Iids)
Fig. 4 Campo de temperaturas en funcién de la posicion y
el tiempo.

2.3. Solucion en Coordenadas Esféricas

La situacion tedrica corresponde una cavidad
esférica cuya superficie exterior se encuentra a una
temperatura constante y nos interesa conocer el
perfl radial de temperatura. La situacion
experimental corresponde, por ejemplo, a la cavidad
de hornos y celdas para la medicidon de propiedades
termofisicas como capacidad calorifica vy
conductividad térmica de materiales organicos.

Las condiciones son:
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A la frontera, esta a una
temperatura T.

Condicién inicial (t=0) T,=0

la superficie r=a

La solucion es:

QCu+Da+r (12)
2an)'?

T(r,t N 2n+1)a—
ﬂzﬁzerfc(;w)a g
TO r _

1/2
= 2

donde erfc son las funciones de error
complementarias. EI campo de temperatura es
funcion de la posicion y el espacio. Nuevamente al
definir una variable adimensional U/v, en la Fig. 5 se
muestran las soluciones para las distintas
posiciones y distintos valores del parametro que
corresponde al tiempo.

PE]

Fig. 5 Campo de temperatura para el interior de una
esfera.

El eje vertical corresponde a la temperatura
adimensional, el eje horizontal a la posicién radial, el
cero corresponde al centro de la esfera, los
diferentes colores representan el parametro
temporal.

3. CONCLUSIONES

Las graficas muestran el comportamiento cualitativo
que es similar en los tres sistemas, por tanto, los
sistemas son equivalentes para ciertos valores de
sus parametros, es decir, el perfil de temperatura de
una celda cilindrica es igual al de una celda
esférica.

Obtener los parametros para que sean equivalentes

es dificil pues las soluciones dependen de los
valores propios de cada sistema, asi como de las
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dimensiones que estan reducidas con el valor del
radio o longitud.

El resultado muestra que el gradiente disminuye
conforme trascurre el tiempo y el mayor valor del
gradiente se encuentra en el centro de la cavidad.

Al calcular el promedio del campo de temperatura
se puede encontrar la posicion que corresponde al
valor promedio, de tal manera, que si en esa
posicidon se colocara un termémetro, el valor medido
por este seria el representativo del sistema, es
decir, indica la mejor posicion del sensor.

Adicionalmente se observa que si se coloca el
termémetro en la superficie de la cavidad el valor
que se obtiene tiene el maximo error por gradiente y
es indispensable aplicar una correccion si se desea
que el valor sea representativo del sistema
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